Matematicd cu aplicatii in biologie

Andrei-Dan Halanay

4 octombrie 2020






CUPRINS

N SN0 B~ W N

INTRODUCERE SI RECAPITULARE 5

1.1 Introducere 5

1.2 Recapitulare 6
1.2.1  Functii trigonometrice 6
1.2.2 Exponentiale si Logaritmi 8
1.2.3 Puncte si drepte in plan 8

1.3 Functii 9
1.4 Aplicatii 11

1.4.1 Relatii de scalare 11

1.4.2 Rata de reactie 11

1.4.3 Ecuatia lui Monod 11

1.4.4 Datarea cu C'* 12
1.5 Exercitii 13
ELEMENTE DE ANALIZA MATEMATICA 15
ECUATII DIFERENTIALE 17
SISTEME LINEARE 19
ELEMENTE DE TEORIA PROBABILITATILOR 21
ELEMENTE DE STATISTICA MATEMATICA 23
BIBLIOGRAFIE 25



4  CUPRINS



INTRODUCERE SI RECAPITULARE

1.1 INTRODUCERE

Metodele matematice se folosesc in stiinte pentru a intelege relatiile calitative
intre diferite mdrimi, precum si pentru a studia evolutiile acestora in timp. Astfel
se formuleazd modelele matematice care permit efectuarea de previziuni despre
astfel de evolutii. De asemenea modelarea matematicd permite optimizarea diferi-
tilor parametri implicati pentru a obtine rezultatul dorit: de exemplu intelegerea
unui modelul matematic pentru propagarea unei epidemii permite adoptarea
madsurilor necesare stavilirii acesteia.

Pe de altd parte un model gresit poate avea consecinte deosebit de grave. Deci
este important sd ne formam o intuitie cantitativd, care sd ne permita sa avem
suspiciuni despre validitatea unui astfel de model si eventual sd il verificaim cu
atentie.

O parte importantd din activitatea de cercetare in biologie constd in proiectarea
experimentelor, efectuarea acestora si interpretarea datelor obtinute. Pentru
interpretarea datelor este indispensabild folosirea statisticii matematice. Din
pdcate, faza proiectdrii experimentelor este adesea neglijata. Cu toate acestea
este indispensabild pentru ca rezultatele obtinute sd aibd relevantd si sa fie
reproductibile. De exemplu alegerea esantionului sau a pragului de incredere
necesitd cunostinte destul de avansate de statistica si probabilitati. In practica,
datele obtinute sint analizate de un statistician profesionist, dar foarte des acesta
nu participa la faza de proiectare (o discutiei a consecintelor se poate gasi aici).

Instrumentele matematice folosite pentru modelare sint foarte diverse si
cu grade diferite de complexitate. Vom studia functiile elementare cele mai
folosite-functiile trigonometrice, exponentiala si logaritmul, elemente de analiza
matematicd (limite de siruri si functii, derivata si integrala, ecuatii diferentiale),
elemente de algebra liniard si aplicatii la sisteme de ecuatii diferentiale, elemente
de teoria probabilitdtilor si statisticd matematica.
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1.2 RECAPITULARE
1.2.1  Functii trigonometrice

Functiile trigonometrice pot fi definite folosind cercul trigonometric ca in
tigura.

Figura 1.2.1: Cercul trigonometric

Unghiul « poate fi mdsurat in grade, sau mai adesea in radieni.

Definitia 1.2.1. Spunem cd un unghi are masura un radian dacd arcul subintins intr-un
cerc are lungimea egald cu raza.

Fie a un unghi de ¢°. Fie r médsura sa in radieni. Avem formula

8 I
360 — 27 (1.2.1)
Formulele care leaga functiile intre ele sint:

sin?(0) 4 cos?(#) = 1 (1.2.2)

1
ctg(0) = —— (1.2.3)

sin(0
tg(6) = 200 (124)

~—

cos(6
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Pentru anumite valori ale masurii unghiului, functiile sin si cos au valori
cunoscute

6 [o0]Z=30°]Z=45]Z=60°]Z=90°
sin(f) | o : \/LE @ 1
cos(0) | 1 ‘/7§ % : 0

Tabela 1: Valorile functiilor trigonometrice

O proprietate fundamentald a functiilor trigonometrice este periodicitatea lor

sin(x + 27t) = sin(x) (1.2.5)
cos(x + 27) = cos(x) (1.2.6)
tg(x + 1) = tg(x) (1.2.7)
ctg(x + ) = ctg(x) (1.2.8)

Graficele lor sint

si respectiv

Figura 1.2.3: Graficele lui tg si ctg

Dupd cum se vede pentru anumite valori functiile tg si ctg nu sint definite.
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1.2.2  Exponentiale si Logaritmi

Considerdm acum un numadr real 2 > 0. Functia exponentiald cu baza a este
f(x) = a*. Proprietatile sale principale sint

a*a¥ = a**Y,(ab)* = a*b* (1.2.9)
Z—; =a"Y, <%)x = Z—i (1.2.10)
a = gix/ (a®)! = a". (1.2.11)

Logaritmul este functia inversa a exponentialei. Anume
y = log, x este echivalent cu 2/ = x. (1.2.12)

Din definitie decurg si proprietatile sale fundamentale

X

log(xy) = log, (x) + log, (1) log, () =log,(v) ~log,(s) (1213
log,(x") = rlog,(x) (1.2.14)

Cel mai important logaritm cu care vom lucra va fi in baza e si vom nota
log, x =: Inx.

1.2.3 Puncte si drepte in plan

Punctele planului pot fi considerate ca perechi de numere reale de forma
(x,y). Orice doud puncte din plan determind o dreapta. Presupunem ci punctele
noastre sint (x1,y1) si (x2,y2). Atunci dreapta determinatd de cele doud puncte
este multimea punctelor (x,y) din plan care satisfac ecuatia

X —X1 . Y—1mn
X2—X1  Y2-Y1
Ca sd evitam situatia in care unul dintre numitori este zero, scriem ecuatia in
forma echivalenta

(1.2.15)

(y2 —y1)(x —x1) = (x2 — x1) (¥ — y1)- (1.2.16)
In cazul in care x; # x1 notim m = —Z;:Zi si obtinem forma bine cunoscuta
y=mx+mn, (1.2.17)

unde 7 este dat de intersectia dreptei cu axa Oy. In cazul in care x; = x spunem
prin conventie cd m = oo.
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Figura 1.2.4: O dreapta in plan

Determinati m si n pentru dreapta din imagine.
O dreapta poate fi definitd si dacd stim un punct de pe ea si panta. Pre-
supunem cd punctul este (xp, up) si panta este m. Atunci ecuatia dreptei este

Y — Yo = m(x — xo) (1.2.18)

Dacd avem doud mdarimi x si v si intre ele avem o relatie de forma y = mx,
atunci spunem ca x si y sint proportionale si scriem y « x. Spre exemplu toate
punctele (x,y) ale dreptei definite la 1.2.18 satisfac y — yp « x — x.

1.3 FUNCTII

Definitia 1.3.1. Se numeste functie o requlid f : A — B intre doud multimi A si B, care
asociazd fiecirui element din A un unic element din B.

Pentru un x € A elementul y = f(x) se numeste imaginea lui x, iar x se
numeste argumentul lui f. A se numeste domeniul lui f, B codomeniul sau, iar
f(A) = {y € B|3x € Aai f(x) =y} se numeste imaginea lui f. Doud functii
f1: Ay — By si fo: Ay — By sint egale daca

¢« Aj=A)= A

e f1(x) = f2(x) pentru orice x € A.

9



10

INTRODUCERE SI RECAPITULARE

Alte exemple de functii cu care ne vom intilni sint:
* Functiile polinomiale sint functii de forma f(x) = a9+ a;x + - - - + a,x";

¢ Functiile rationale sint functiile de forma

_ Alx)
0= e

unde f; si f, sint functii polinomiale.

e Functiile putere sint functiile de forma f(x) = x”, unde r este un numar
real fix.

De remarcat este faptul ca o functie polinomiald poate fi definita pe intregul
R, dar o functie rationald este definitd doar pentru acei x pentru care f(x) # 0.
Domeniul unei functii putere depinde de valoarea lui 7, spre exemplu dacd r = 3
atunci domeniul poate fi R, iar dacd r = %, atunci trebuie ca x >= 0.

Anumite functii reale au proprietdti de simetrie fata de origine:

Definitia 1.3.2. O functie f : A C R — R se numeste
e pard daci f(—x) = f(x) pentru orice x € A;
* impard dacd f(—x) = —f(x) pentru orice x € A.

Uneori argumentul unei functii depinde la rindul sau de un parametru. In
acest caz vorbim de compunerea de functii:

Definitia 1.3.3. Fie f : A — Bsig: B — C. Compunerea g o f este functiah : A — C,
h(x) = g(f(x)).

Fie acum o functie f : A — B cu proprietatea ca pentru orice y € B
existd si este unic un x € A ai. f(x) = y (spunem ci f este bijectivd). Atunci
existd o functie f ! : B — A astfel incit fo f 1 (y) =ysi f 1o f(x) =x. f!se
numeste inversa lui f. Spre exemplu functia exponentiald x — a* si logaritmul in
baza a sint inverse una fata de cealalta.

Uneori ca sd putem construi inversa unei functii trebuie sa micsoram domeniul
si codomeniul acesteia.

Cine trebuie sa fie A si B pentru ca functia sin : A — B sa fie inversabila?
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1.4 APLICATII
1.4.1 Relatii de scalare

Adesea se obtin relatii de forma y o« x" intre diferite marimi biologice (de
exemplu volume ale unor organe). Spre exemplu in studiul a 45 de specii de alge

unicelulare s-a descoperit ca (biomasa celulard) o (volumul celular)®”?4, Stiinta
care se ocupd cu gdsirea acestor relatii se numeste alometrie.

1.4.2 Rata de reactie

Presupunem cd avem o reactie chimica

A+ B — AB (1.4.1)

Viteza cu care se desfdsoard reactia depinde de cit de des se ciocnesc moleculele.

Legea actiunii maselor spune cd aceastd vitezd este proportionald cu produsul
concentratiilor molare ale reactantilor. Deci R « [A] - [B]. Adicd existd unk > 0

astfel incit R = k[A][B]. Presupunem c& reactia se desfdsoard intr-un vas inchis.

Fie x = [AB] si considerdam R ca functie de x. Fie de asemenea 4 si b concentratiile
initiale ale lui A, respectiv B. Cind [AB] = x, atunci [A] =a—xsi [B] =b—x
prin urmare

R(x) =k(a—x)(b—x),R:[0,min(a,b)] — R, (1.4.2)

o functie polinomiald de gradul 2. Cind k = 1,3, 2 = 2 si b = 3 graficul lui R este
in Figura 1.4.1.

1.4.3 Ecuatia lui Monod

Presupunem cd avem o populatie de microorganisme a caror rata de dezvoltare
depinde de un nutrient si pentru o concentratie suficient de mare a nutrientului
se atinge o limitd de saturatie. Dacd x este concentratia nutrientului atunci rata
de dezvoltare r este

_ax
r(x) = P

unde a > 0 este rata maximd de crestere a microorganismelor si k > 0 este
valoarea lui x cind 7 = % Graficul sau este in Figura 1.4.2

r:[0,00) > R (1.4.3)

11



12 INTRODUCERE SI RECAPITULARE

Figura 1.4.1: Viteza de reactie

Figura 1.4.2: Rata de crestere

1.4.4 Datarea cu C1*

Izotopul radioactiv al carbonului, C!* se formeaza in atmosfera inaltd sub
influenta radiatiei cosmice si este absorbit de plante via CO,. Dupad ce planta
moare absorbtia inceteazad si pe masura ce carbonul radioactiv se dezintegreaza
(la N'%) raportul dintre cantitatea de C'* i cea de C!? scade, permitindu-ne s
determinam virsta unei mostre de lemn.

Presupunem cd avem initial cantitatea Wy de C'* dupd un timp t vom avea

W(t) =Wo-e ™, (1.4.4)
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unde A > 0 se numeste rata de dezintegrare si se exprima in functie de timpul
de Injumatdtire (adicd timpul dupa care a ramas jumadtate din cantitatea initiala).

Figura 1.4.3: Dezintegrarea radioactiva

Tema de gindire. Cum s-a obtinut relatia 1.4.4?

1.5 EXERCITII

Exercitiul 1.5.1. Stiind cd timpul de injumditdtire al lui C'* este 5730 de ani, determinati
A.

Exercitiul 1.5.2. Daci o mostri de lemn gdsit la o explorare arheologicd are un raport de
C'4/C'2 de 35% fatii de o plantii vie (unde raportul este 100%), ce virsti are mostra?

Exercitiul 1.5.3. Consideridm o reactie autocatalitici
A+ X = X. (1.5.1)
1. Determinati functia R(x) pentru aceasti reactie;
2. Gdsiti valoarea lui x pentru care R(x) este maximd.

Exercitiul 1.5.4. Fie functia

f(x) = %,x > 1. (1.5.2)

=

. Desenati graficul lui f;

N

. Din grafic determinati imagine lui f;
3. pentru ce valori ale lui x f(x) = 2?

. Din grafic determinati cite solutii are ecuatia f(x) = a.

N

13
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Exercitiul 1.5.5. Pestii cresc toatd viata. Cresterea lor este modelatd de functia lui von
Bertalanffy:
L(t) = Leo(1 — ™), (1.5.3)

unde L(x) este lungimea la momentul t, Lo, k > 0 sint constante.
1. Schitati graficul functiei pentru Lo = 20, k = 1 si k = 0.1;

2. Pentru k = 1 determinati t a.i. L(t) este 90% din Lo, apoi pentru 99%. Se poate
atinge vreodatid Lo,? Ce semnificatie are Leo?

3. Care curbd dintre cele de la 1 atinge mai repede 90% din Lo.? Ce se intimpld cind
variem k?
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